Цилиндрическая оболочка конечной длины под внешним гидростатическим давлением by Ванько, В. И.
156 Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  | i Серия М атем атика. Физика. 2 01 6  № 13 (234 ). Выпуск 43
У Д К  531.224.5
Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К А Я  О Б О Л О Ч К А  К О Н Е Ч Н О Й  Д Л И Н Ы  П О Д  В Н Е Ш Н И М
Г И Д Р О С Т А Т И Ч Е С К И М  Д А В Л Е Н И Е М
T H E  F I N I T  L E N G T H  C Y L I N D R I C A L  S H E L L  U N D E R  E X T E R N A L
H Y D R O S T A T I C  P R E S S U R E
В .И . В а н ь к о  
V .I .  V a n k o
МГТУ им. Н.Э. Баумана, 105005, Россия, г. Москва, 2-я Бауманская ул., 5.
Bauman Moscow State Technical University, 105005, Russia, Moscow, 2-ya Baumanskaya St., 5.
E-mail: vvanko@mail.ru
Аннотация. В работе исследуется процесс деформирования круглоцилиндрической оболочки ко­
нечной длины под внешним (боковым) гидростатическим давлением. Оболочка изготовлена из упруго­
линейновязкого материала. Принятая кинематическая схема позволяет проследить процесс деформиро­
вания срединного поперечного сечения оболочки вплоть до полного сплющивания и оценить “время
жизни” конструкции.
Resume. This article analyses deformation process of the cylindrical shell of the finite length under 
external (side) pressure. The shell is made of elastic-linear viscous material. The accepted kinematic sheme 
allows to observe the deformation process of the middle cross section up to complete flattening and to esti­
mate the “lifetime” of the construction.
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упруго-линейновязкий материал; метод коллокации; “время жизни” конструкции.
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В в е д е н и е
В работах [1,2,3], посвящ ен н ы х исследованию  п оведен и я  оболочек п р и  п ерем ещ ен и ях  т о ­
ч ек  среди н н ой  поверхности, сравним ы х с толщ и н ой  оболочки , используется теория, основанн ая 
на н ели н ей н ы х  ки нем ати ческих  соотнош ениях “п ерем ещ ен и я ^ д еф о р м ац и и ”. К ак следствие 
упом янутой  н елин ейности , уравн ен и я  равн овеси я  им ею т весьм а слож н ы й  и  гром оздки й  вид  
и  д елать  каки е-ли б о  качествен ны е предвари тельн ы е закл ю чен и я  становится н евозм ож ны м .
В работе [4] п ри  изучени и  процесса разви ти я  больш их перем ещ ен ий точек нейтрального 
слоя кругового кольца, первон ачально им евш его слабую овальность ф орм ы , бы ла использована 
следую щ ая ки нем ати ческая  схема: ф орм а кольц а (поперечного сечения бесконечно дли н н ой  обо­
лочки) аппроксим ировалась сопряж ением  двух окруж ностей радиусов Rb и  Ra ( Rb >  Ra ), рис. 1. 
Здесь, ввиду ц ен тральн ой  сим м етрии  ф орм ы  кольца, рассм атривается  только  п ер вая  четверть в 
осях XOY. В процессе д еф о р м и р о ван и я  радиус Rb увеличивается , Ra — ум еньш ается, вследствие 
чего изги баю щ ие м ом енты  в поп еречны х сечен иях  дуг BC и  CA — р азн ы х  знаков. П оэтом у счи та­
ем , что  в точке со п р яж ен и я  дуг и зги баю щ и й  м ом ен т равен  нулю .
Рис. 1. Схемы деформирования поперечного сечения цилиндрической оболочк на этапе I (а), по 
окончании этапа I (б), на этапе II (в).
Fig. 1. Scheme of deformation of the cross section of the cylindrical casings for phase I (a), at the end of phase I 
(b), phase II (C)
П ри м алой  н ач альн о й  овальности  точка С соответствует полярн ом у  углу ^  = п  /4 . Д ви ж е­
ние по окон чан и и  этап а I (Rb стрем и тся  к  бесконечности) происходит так, что  b (t) стрем и тся  к  о. 
Реш ение зад ач и  доводится  до состоян ия п олного  сплю щ и ван и я: b  = о . П ри  учете ползучести  м а ­
тер и ал а  кольц а (внеш нее гидростатическое давлен и е, достигнув некоторой  вели чи н ы , остается 
постоянны м ) возм ож н о определить врем я  сп лю щ и ван и я  [4]; д л я  упругопластической  оболочки  -  
соответствую щ ее зн ач ен и е  п арам етра н агруж ен и я  [5].
У р а в н е н и я  р а в н о в е с и я
Р азви вая  описанную  вы ш е кинем атическую  схему, рассм отри м  круглоц и ли н д ри че- скую 
оболочку д ли н о й  2l. И сследуем  два вида закр еп л ен и я  кон цевы х сечений: ш арн и рн ое  оп и ран и е  и  
ж есткую  заделку  контуров. К ак и  преж де, оболочка находится под  дей стви ем  внеш него  ги дроста­
тического д авлен и я . П роцесс сп лю щ и ван и я  происходит так, что сущ ествую т три  плоскости  с и м ­
м етрии: Х О Y, X O Z  и  YO Z  [6].
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Н а рис. 2 д ан ы  сечен и я  оболочек в плоскостях си м м етрии . П ри  этом  считаем , что в случае 
ш арн и рн ого  о п и р ан и я  образую щ ие В  "В В ' и  А  "А А ' в плоскостях сим м етрии  в процессе д еф о р ­
м и р о ван и я  остаю тся п олуволн ам и  синусоиды ; в случае ж есткой  зад ел к и  ан алоги чн ы е образую щ ие 
остаю тся п олуволн ам и  косинусоиды  с ам пли тудам и  соответственно p(t) и  a ( t) .
Рис. 2. Процесс деформирования оболочек с шарнирно опертыми и жестко 
заделанными концевыми сечениями 
Fig. 2. The process of deformation of shells with simply supported and rigidly clamped end sections
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Т очка С  п о-п реж н ем у обозначает точку среди нного  сечения, в которой  и зги баю щ и й  м о ­
м ен т М 0 (в плоскости поп еречного  сечен ия) обращ ается в нуль. С читаем , что в области  ВВ'С 'С  обо­
л очка  продавли вается  (вм инается  внутрь), в области  СС'А'Л — вы пучивается.
Учет в л и ян и я  кон ечн ости  д ли н ы  оболочки  скаж ется, преж де всего, в том , что  вследствие 
р астяж ен и я  образую щ их ц и ли н д р а  возни кн ут доп олн и тельн ы е расп ределен н ы е усилия, п р и л о ­
ж ен н ы е к  дугам  В С  и  СА среди нного  сечен ия оболочки .
Осевые усилия, возн и каю щ и е от растяж ен и я  образую щ ей B’’В В ', дадут равнодейству­
ющую, нап равленн ую  по оси О Y  и  п ри лож енную  в точке В . А налогично, вследствие р астяж ен и я  
образую щ ей A’’А А ' равнодействую щ ая уси ли й  п ри лож ен а  в точке А  вдоль оси ОХ  (в о три ц атель­
ном  н ап равлен и и ). О тносительно расп ред елен и я  этих доп олн и тель- ны х уси ли й  по дугам : В С  — 
t2(s) и  СА — t1(s ), п р и м ем  следую щ ие предполож ен ия.
М аксим альное зн ач ен и е  уси ли й  t2(s), очевидно, в точке В , t1(s )max — в точке А .
В [4 ] п оказано, что больш ая часть I п ери ода п ротекает п р и  (почти) неподвижной точке
C  . П оэтом у считаем , что в точке С: ^  (s ) = t2 (5 ) = 0 , а сам и  уси ли я  t1(s) и  t2(s) распреде-
П ри  составлени и  уравн ен и й  равн овеси я  дуг BC и  CA п р и н и м аем  во вн и м ан и е, что  вследствие
щ ие п араллельн ы х  уси ли й  t1(s) и  t2(s): Т  и  Т2 соответственно и  их м ом енты  М с^ т), М с^ 2) относи­
тельн о точки  С .
Равновесие дуги ВС:
л ен ы  по соответствую щ им  дугам  ли н ей н о , рис. 3.
Рис. 3. Распределение усилий по дугам BC и CA срединного сечения оболочки 
Fig. 3. Allocation of effort in the arcs BC and CA of the mid-section of the shell
сим м етрии  ф орм ы  поп еречного  сечен и я  z = 0: V  H a  ° . У читы ваем  такж е равнодействую -
H b  - H c  - P (b - R c  s i n ^ )  =  °
T2  +  Vc  -  P ( R  C0SW)  =  °
M b  +  ( R c  c o s v f  +  ( b - R c  s i n V ) 2 - H b ( b - R c  s r n ^ ) - M c (t 2 ) = ° .
( 1)
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Равновесие дуги СА:
Н с -  P  (R c  s i n V )  -  тх = ° ,  
Va  -  Vc  -  P  ( a  -  R c  C 0 S V )  =  °  
M a  + f p ']  ( a  -  R c  C 0 S  V ) 2  +  f p J  ( R c S i n  V ) 2  -  Va  ( a  -  R c  c o s  W) + M c  ( t 1 )  =  0 .
(2)
У равн ения (1), (2) сохраняю т силу в течени е всего процесса сплю щ иван ия. И склю чая и з  третьих 
уравнени й  систем  (1) и  (2) вел и ч и н ы  Н ь, Vc, Hc и  Va, получим  у равн ен и я  равн овеси я  в мом ентах:
M b  +  f  P  J  ( R c  C 0 S  W ) 2 +  [ P  J  ( b  -  R c  S i n  W ) 2 - M c  (t 2 )  -  (T1 + P b)  (b -  R c  S i n  W )  =  °  
M a  + { P  J  ( a  -  R c  C 0 S  W ) 2 +  f P  ]  ( R c S i n  W ) 2 +  M c  (t 1 )  +  ( T 2 -  P a ) ( a  -  R c  C 0 S  W )  =  ° .
(3)
Здесь: р  — равн ом ерн ое по поверхности внеш нее (боковое) гидростатическое д авлен и е на оболоч ­
ку, Ma,b,c и  Т 1,2 — м ом енты  и  усилия, отнесенны е к  еди н и ц е дли ны :
п п
M a ь = |  a z d z ; T  =  |  adz.
В ы числение расп ределен н ы х усилий  t1 и  t2 и  их м ом ентов относительно то чк и  C  продем онстриру­
ем  н а  п ри м ере ш арн и рн о  опертой  оболочки .
Пусть а0 и  b0 — н ачальн ы е (до нагруж ен ия) зн ач ен и я  наи больш его  и  наи м ен ьш его  полудиам етров 
срединного поп еречного  сечен и я  (z  = 0).
П ри  ш ар н и р н о м  о п и р ан и и  уравн ен и я  образую щ их B ”В В ' и  A ”А А ':
n z
У(z) = b° - p ( t ) c o s ^ ’
n z
x ( z ) = a 0 +  a ( t) co s  — .
Текущ ие д ли н ы  этих образую щ их
1
h ( t ) = J 1 + p 21 —  I s in 2 —  dz;
I 2l  J 2l
(4 )
l i ( t) 1  +  a 2 ( D  s i n 2f d z .
2 l
Е сли п ри н ять  во вни м ан и е, что рассм атриваю тся таки е  п ерем ещ ен и я и  п арам етры  оболочки , что 
и /21 < 1/ 5, R  /21 <  1 5 , здесь u  — характерное перем ещ ен ие, то  м ож н о воспользоваться ф о р м у ­
ло й  бином а с точностью  ~ 5%, и  вы р аж ен и я  (4) сущ ественно упрощ аю тся:
h ( t ) = j  [1
1 [ P n  
+ - I —  I s in
2  I 21
2 Л
2 nz
21
dz,
<
2
0
0
0
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k ( t) =
П осле вы чи слен и я  ин тегралов  им еем :
l2(t) = l
г /  j\  г L  1 |  a x J2 . 2 x z
■( t ) = 1 1 1 + 2 Ы J 8 1 П Й
dz.
k ( t ) = l
Г
1 +  —
4  )
Здесь w  = X p ( t X w 2 = X a ( t ) .
Соответствую щ ие д еф о р м ац и и  в точках  среди н н ой  поверхности на образую щ их ВВ 'и  А А "
0 _  W 1
£  =
0 W 2£  =  —  ш арн и рн ое  опи рание.
Т ак как  в плоскости X O Y  сечение оболочки  и м еет  возм ож н ость изгибаться, д еф о р м ац и я- м и  рас­
т яж ен и я —сж атия среди н н ой  поверхности в плоскости X O Y  пренебрегаем : £ ° =  0 .
С корости д еф о р м ац и и  в точках сечен ий  XOY, YOZ и  X O Y  и м ею т зн ач ен и я  (прои зводн ы е вы ч и сл я ­
ю тся по врем ен и  л и б о  по п арам етру  нагруж ен ия):
•0 1 . .0 1 .
e s = - w 2w2.
Д еф орм ац и и  и  их скорости  обусловят возн и кн овен и е растягиваю щ и х н ап р яж ен и й  в точках
образую щ их В В ' и  А А ' среди н н ой  поверхности.
С читаем, что н ап р яж ен и я  <т_ р авн ом ерн о  р асп ределен ы  по д ли н е  образую щ их оболочки , п ри чем
вектор <т° в лю бой точке н ап р авл ен  по касательной  к  соответствую щ им образую щ им  ВВ 'и  А А ' 
(ВВ "  и  А А ' ' ) п р и  лю бом  закр еп лен и и  кон цов оболочки , рис. 4.
Рис. 4. Образующая оболочки и вектор внутреннего напряжения. 
Fig. 4. Forming the shell and the vector of internal tension.
П роектируем  вектор  <J2 на ось OY(OX):
0 I — o| • I — ol  , 0 I, \
= К  sin a  ~ К  tg « = у (z);
- a 0 x '( z ) .
Н аходим  средние по д ли н е  оболочки  зн ач ен и я  прои зводн ы х y ' ( z ) , x '( z). П ри  ш ар н и р н о м  опи ра- 
н и и  и  ж есткой  зад ел к е  получаем :
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B B ' : 1  f  p )  l  s i n  l dz =  i f  0 ( t )  l  s i n  l dz =  ^ ; 
l  J0 v J2l  2l  l  J0 v J2l  l  l
A A : 1  f a ( t ) l s i n l dz  = 1  f a ( t ) l s i n l dz  =  a ( t ) . 
l  J„  2 l  2 l  l  J  V 2 l  l  l
И так, уси ли я  в точке В  (рассм атриваем  всю образую щ ую  B "B B ' ):
t 2 ( B ) = j  2 0 z  z  z = 4 h  z  a .
-  h
А налогично, в точке А :
< 1 (  A )  =  J  2 a » a z ^ l  z  =  A h  z  a .
I  l- h
В точках А  и  В  м одули  уси ли й  от р астяж ен и я  образую щ их — м акси м альн ы .
П ри н и м аем  л и н е й н ы е  по  углу у  расп ред елен и я  уси ли й  t2(y) и  ti(y )  по дугам  В С  и  СА, рис. 4:
t2(w ) = k2(v - v X  0 < v < p ;
7L
Ш )  = К ¥ ,  Ъ < у / < - - ( р .  (5)
М нож ители  п роп орц и он альн ости  k 1 и  k 2 в вы раж ен и ях  (5) легко  определяю тся, так  к ак  зн ач ен и я  
t2(B) и  tl(А) известны :
k2 = t2( B ) / р  = 4 h  a 0 - ;
l  р
t  = J M L  = 4h a » 1
1 n /  2  - p  l  z n /  2  - p
И нтегрируя по дугам  В С  и  СА (по п ерем енн ом у углу у ) , получим  равнодействую щ ие Т2 и  Тъ а т а к ­
ж е м ом енты  М с ^ )  и  М с(^) (усилия и  м ом енты  отнесены  к  еди н и ц е дли н ы ):
T2 = j  k2(P - W) d W = к2 р р  = 2h  l ( t ) a o0 р ;
о 2  l
т Т  v  и  ои a (t) 0 f n   ^T1 = J к у (1 у  = 2h —  ^ - P j .
( 6)
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Г ( 1
M c ( t2) =  J k 2 ( Г  -  / ) R — ( s in  Г -  s i n /  d /  = k 2 R — |^ - Г  s i n r - r  +  s i n r  =
= 4hRb
P (t) 1 , s in r— r s i n r - 1  +--------
2 г  )
(7)
п / 2 - ф
M c ( t ) = J K / R a ( c ° s  Ф -  c o s ( r  + / ) ) d /  = k R c o s  г
п
ф
~ - ф  1 + co s  г
= 4 hRc С 0' a~ z
f  (
co s  г
v v
п / 2  -  г  1
+  -
2  п / 2 - ф
a ( t )
)  ) l
В [4 ] бы ло показано, что I этап  д л я  бесконечно д ли н н о й  оболочки  , в основном , протекает 
п р и  п о ч т и  постоянном  зн ач ен и и  угла ф ~  /  ~  п / 4 . П ри м ем  во вн и м ан и е  дан ное зам ечан и е  и 
п р и  и сследован ии  процесса сп лю щ и ван и я  оболочек кон ечн ой  д ли н ы  будем  считать скорост ь  и з ­
м ен ен и я  угла р авн о й  нулю : ф =  0.
П ри  этом  сам  угол ф будем  определять и з  соотнош ен ия по ст о ян ст ва  п ери м етра среди н н о­
го сечен ия z  = 0.
R  Ф+(|-ф) R = fR> - L (8)
В вы раж ен и ях  (7) д л я  м ом ентов Мс(-) введем  обозначен ия:
c o s r
п /  2  -  ф 1
п /  2  - ф
- 1  =  / ;
s i n r
 ^ф 1  ^
—  + —
V 2 Г )
-  1 = / 2 .
Тогда м ом енты  усилий  t1(s), t2(s) относительно точки  С  запи ш утся так:
M c ( О  =  4 hR „n  О !  с ° (  A ),
M c ( t , )  =  4h R t y 2 ВМ1  с » (  B ).
l
У равн ения р авн овеси я  (3) с учетом  связей  Rc, /  с вел и ч и н ам и  R а, Rb, ф [4], зап и ш ем  в виде:
0
M t =  p  ( —  -  x ; -  y r ) + M ,  ( h ) + w  -  У 0);
M  a =  p  ( a  2 -  x 2 -  y 2  )  -  M  с ( t 1 )  -  T2( a  -  x 0 ) .
(9 )
Система (9) зам ы кается  условием  (8). Х арактер  реш ен и я  систем ы  (8), (9) зави си т от вида 
определяю щ и х соотнош ен ий  д л я  м атери ала  оболочки .
Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  | 5 | Серия М атем атика. Физика. 2016 . № 13 (234). Выпуск 43  163
М а т е р и а л  о б о л о ч к и  — у п р у г о -л и н е й н о в я з к и й
С читаем  м атери ал  оболочки  ли н ей н о  вязки м  и  п р и н и м аем  определяю щ и е соотнош ен ия “ ско ­
рости  д еф о р м ац и й  ~ н ап р яж ен и я — в виде [7] :
ё в = К а ’в , ё _ = Л < х ' ;
, _ 2  1 , _ 2  1
° в  в  ^ a z , a z z 2 ° в .
(10)
Здесь ё п и  Ё , сте и  ст2 — главны е скорости деф о р м ац и й  и  главны е н ап р яж ен и я  в окруж ном  и  п р о ­
дольн ом  н ап р авл ен и ях  в и  z ; Л — постоян н ая  м атери ала оболочки : [Л ] =
м
Н  • с
И з уравн ен и й  (10):
° в  = Л _1(2 ё д + Ё Д
< х _  = Л  1 ( 2 ё _  +  ё д ) .
(11)
Уже бы ло оговорено, что вследствие свободы  и зги б ан и я  оболочки  в окруж ном  н ап р авл ен и и  (се­
чен ие z  = 0) прен ебрегаем  и зм ен ен и ем  п ери м етра среди нной  поверхности этого сечен ия. Пусть £ 
— координ ата  по толщ и н е оболочки , тогда и м еем  вы р аж ен и я  д л я  скоростей деф орм аци й:
(12)
Здесь £ г — скорость д еф о р м ац и и  среди н н ой  поверхности  в н ап р авл ен и и  оси z; к,, и кА — главны е 
кри ви зн ы ; точкой  н ад  буквенны м  сим волом  обозн ачаем  производную  по врем ени.
В ы числяем  скорости кр и в и зн  в продольном  н ап р авл ен и и  в точках  В  (z  = 0, в = n  /  2)
и  А( z = 0 , 0  = 0):
K: = y " { z )  = ^ P { ^ ) [ у ]  - точ каБ >
(13)
И з (11) получим  вы р аж ен и я  д л я  н ап ряж ен и й :
_01 о  Л - 1 Л 01 ^ - 02 О Л - 1 Л 02 п  л<т_ — и \  , а ,  — 11\  е_ — средние н ап р яж ен и я  в точках В  и  А;
° в  =  Л
V Rb J
в точке В ,
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С  = Л "
(2. J2
RV a  )
#■
1 .
 а
4 I
в точке А.
Ограничимся лишь подробным изучением первого этапа деформирования срединного сечения. 
Вычисляем моменты М0 (в окружном направлении) в точках А и В.
М  V
V Ra )
-  k п « ( O k
M b = 2  — ^  2 
— 3 Л
|  1 I
•
+ k
V R  )
п (14)
К оэф ф и ц и ен т k  и м еет зн ачен и я:
, 1 . 1 „k  =  — п р и  ш арн и рн ом  оп и ран и и ; k  =  — п р и  ж есткой  заделке.
Из геометрических соотношений I этапа имеем зависимости (ф ~ 0) :
6(/) = Rb -  (Rb - R a) cos (p => b ( t )  = Rb{ 1 -  cos cos (p,
Pit) =b0-  b{t) => p  = -b{t) = -  (1 -  cos <p) + Ra cos ,
a(0  = (1 -  sin ф) + Rb sin <p => a{t) = Ra (1 -  sin <p) + Rb sin q>,
a it)  = ait) — a0 ^> a it) = Rai\ — sincp) + Rb sin (p.
Д ля д еф о р м ац и й  и м еем  вы раж ен и я:
£  = e ° 2 ,  ^ ; e ° 2 = 1  п P \  ^  =  I  a 2 ^
z z ’ z z ;  z 4  V 2 1 J  P  z  4  V 2 1 )
= ^= M §JM  J ^
Вычисляем соответствующие средние напряжения в плоскостях YOZ и XOZ и усилия в точках В и 
А .
=A- (§  J  M  =Л- g  J  =* «,(*)=4hm*r - 4 g ) A-  g  J  AA
= 4* Iй CT“  = 4[у)Л"С§Т ^  = 2A 7  =2 (уМ§ I ^
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(15)
М Д < г) = 4 | | У ‘ Г ^ |  Г Л Р ' Р ,
а 2а .
П риводим  запи сь уравн ен и й  равн овеси я  (9) на I этапе:
2  , ,
(  1 1-  A h 2
3 V R b J
+  4  - - A ^1 -
V l  J
1
2  1 *
(  1 1-  A h 2
3 V R a J
ж
+ * 7  « г)
> = Р (Ъ '- -ц -у 1 )  +
2
h
I ( ж
ж
- к  у  й ( 0
Р ( 2 2 2 \
> = - ( о г  - Х 0 - у 0)-
-4(7)а-{§Тг,^ « - 2^ )аЧ §Т ^-х0)^.
(16)
Д альнейш ие п реоб разован и я  систем ы  (16) — алгебраические: все входящ ие в (16) ли н ей н ы е  в ел и ­
Т Ж 7“)чи н ы  — а , р, а , b и  т. д. — относим  к  д ли н е  дуги ВСА L  — —  R ; п арам етр  толщ и н ы  оболочки  
у  2h  т 21
h  — -------— отнош ен ие п олови н ы  толщ и н ы  к  дли н е  дуги BCA, l  — -------- — п арам етр  удли нени я;
жR  жR
вводим  б езразм ерн ое врем я т — tA p ; д и ф ф ер ен ц и р о ван и е  осущ ествляется по т. Все б езр а зм ер ­
ны е  ли н ей н ы е  вел и ч и н ы  в дал ьн ей ш ем  сохраняю т свои п реж н и е обозначен ия.
П риводим  систем у (16) к  кан оническом у  виду:
[auRb+al2Ra =ЪХ, 
j си_ | Rh + ct22Ra — b2.
(17)
К оэф ф и ц и ен ты  м атр и ц ы  систем ы  (17) вы раж аю тся в виде:
4 , 2 ,  ,R l  , Rlan —■—h ■ — ж kh —j- (1 ■ cos^) + ж h —^  y2P  (1 ■ cos^) ■
ж 2 hR b (ж  1 2 •
- - f t { ^ ■ v \ ( b ■  y o) a  s i n ^ ’
2
a
D2 d3
'„3 / „ 2 R b „  1 -,.2 ^ , Rb 02
12 — —  h кж c o s p  + ж hy 2 —f - P  c o s ^3 l
п 2 hR—2 ( п  J ч 2 Л - ч
I 2 - ф |  (— -  Уо) a  (1 -  s i n r )7
D 2
—1 = R  (— -  xo -  y o ) ;
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9 Т? Т?2 * -2/3 Ra _ , _2/  ^Ra ___ 2,
2 
R  2
a91 = - — k ^ h 3—^  s in r  + ^ h ^  / a 2 s in r  -  
21 3 I2 I3 1
п 2 hR2
2 l3
r ( a  -  x0) (1 -  c o sr )P  ,
4 ,3  2 „,,3 R! ~ . 2, R3,
г3 — п  kh - ч _ r y 4
3 3 12 /3
a22 = - “  h -  — f-  (1 -  sin r ) + п  h —f  / a  (1 -  sin r )-
п 2 h R 2a f  . _2  
—  ~ j r r ( a - x0 ) p  cor
—2 =  R T  ( " 2 -  x o -  y 02 ) .
Здесь (напом н им ): ф  =  | 1 R a ] / ( R — -  R a ) ,
a (r )  = a(r) -  a0, a = R  (1 -  sin ф) + R  sin ф, 
P (r) = —  -  —(r), — = R  (1 -  cos ф) + R a cos ф,
r> • r> Г • s in rx0 = Rb s in r , y0 = R a cosф, /2 = — s in r  + ---------- 1,
2 ф
( п  J co s  ф c o s  ф
/ 1 =| - - г  I— г т + ^ т ^ —  1;
V 2  )  2  п /  2  - ф
Система (17) реш ается  п р и  начальн ы х условиях [4]:
r = 0: R„(0) = i  — a . ’ R‘  (0) =  -  + - e h '  
п  V 2 - 1 п  V 2 - 1
С читаем, что во вр ем я  нагруж ен и я  возрастаю щ им  давлен и ем  р  < р э оболочка -  упругая и  н ач ал ь ­
ное (для  реш ен и я  зад ач и  ползучести) зн ач ен и е  «эксцентриситета»  ao м ож ет бы ть вы чи слен о  по 
ф орм уле (aoo — вел и ч и н а  эксцентриситета до н ач ала  нагруж ения).
a  =  a 00
a 0
1 -  Р / Р э ’
где рэ — эй лерово  д авлен и е д л я  бесконечно д л и н н о й  упругой оболочки  [8].
В табли ц ах  1 и  2 представлен ы  результаты  р еш ен и я  систем ы  (17) [6]:
Таблица 1
Результаты решения системы (17) в зависимости от параметра длины l  ( h  — 0 .0 3 )
Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  | 5 | Серия М атем атика. Физика. 2016 . № 13 (234). Выпуск 43  167
l ж 12.5 5 2.5
R a ( 10)
0.6325 0.6325 0.6325 0.6325
—о (10) 0.6407 0.6407 0.6407 0.6407
r :
0.3070 0.2997 0.1835 0.0419
—:
ж ж ж ж
:
т 106.5 108.5 154 1080
Здесь показано влияние параметра l  (при фиксированном значении параметра толщины 
h  = 0, 0 3 ) на время протекания I этапа — Г* и на конечную конфигурацию срединного сечения в 
конце I этапа: чем короче оболочка, тем более сплющивается при т — т* ее срединное сечение, что 
видно по величине радиуса R a ; оболочки, параметр длины которых превышает  12.5 , можно
считать «бесконечно длинными»; R a (10) , R  (10 ) — значения радиусов R a и R e при т — 10 
(время — безразмерное).
На рис. 5 показана характерная картина завершения I этапа деформирования линейно 
вязкой “короткой” оболочки (l  < 5) .
Рис. 5. Форма срединного поперечного сечения линейновязкой оболочки 
в начале и в конце этапа I деформирования 
Fig. 5. Form the median of the cross-section limanowski shell 
at the beginning and at the end of phase I deformation
Очевидно, для таких оболочек рассматривать II этап не имеет смысла.
Результаты решения системы (17) в зависимости от параметра h  ( l  — 2 .5)
Таблица 2
h 0.03 0.017 0.012
Ra ( 10) 0.6325 0.6094 0.5058
—о (10 ) 0.6407 0.6662 0.7707
0.0419 0.0177 0.0097
—:
ж ж ж
:
т 1080 1130 1215
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Здесь дан ы  зн ач ен и я  радиусов R  и  R e п ри  r  =  10 . Естественно, чем  т о ньш е  оболочка,
тем  более  сплю щ ивается  срединное сечение п р и  Г =  Г * . П ри  этом  вр ем я  завер ш ен и я  I этапа н е ­
сколько  увеличивается.
З а к л ю ч е н и е
В представленн ой  работе продем онстрирован  эф ф ек т  удачного м атем атического  м о д ел и ­
ро ван и я  процесса д еф орм и рован и я  ц и ли н д ри ч еской  оболочки  в условиях необходим ости учета 
больш их п ерем ещ ен и й  точек  среди н н ой  поверхности. С равнительно с ц и ти рован н ы м и  вы ш е 
работам и  [1,2,3] д ан н ы й  подход д ает  представлени е о процессе в течени е всего врем ен и  ж и зн и  
конструкции.
О тметим, что адекватность ки н ем ати ческой  схемы , п редлож ен н ой  в [4], п роверена эк с ­
пери м ен тальн о  [9].
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